
Poèetní èást 1 - 7.6.2021

1. Najdìte v¹echna maximální (reálná) øe¹ení lineární diferenciální rovnice
pátého øádu

y(5) − y = ex.

(11 bodù).

2. Seètìte øadu
∞∑
n=1

n 4n

(2n+ 1)!
.

(8 bodù).
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Øe¹ení

1. Rovnice
y(5) − y = ex.

má charakteristický polynom

py(λ) = λ5 − 1

který má koøeny

ζn = cos

(
2πn

5

)
+ i sin

(
2πn

5

)
, n = 0, 1, 2, 3, 4.

z nich¾ ζ0 = 1 je reálný, zatímco ζ1 = ζ4 jako¾to ζ2 = ζ3 jsou komplexní.
Øe¹ení homogenní soustavy lze tedy psát ve tvaru

yh = a0e
x

+ eC1x(a1 cos(S1x) + a2 sin(S1x))

+ eC2x(a3 cos(S2x) + a4 sin(S2x)),

kde

C1 = cos

(
2πn

5

)
=

√
5− 1

4
,

S1 = sin

(
2πn

5

)
=

√
5 +
√
5

8
,

C2 = cos

(
4πn

5

)
= −
√
5 + 1

4
,

S2 = sin

(
4πn

5

)
=

√
5−
√
5

8
,

Pro nalezení partikulárního øe¹ení provedeme substituci

yp = exz

pz(λ) = py(λ+ 1) = λ5 + 5λ4 + 10λ3 + 10λ2 + 5λ

Po substituci øe¹íme

z(5) + 5z(4) + 10z′′′ + 10z′′ + 5z′ = 1,
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kde snadno uhádneme øe¹ení z = x/5. Obecné øe¹ení soustavy je souè-
tem yh a yp, tj.

y =
(
a0 +

x

5

)
ex

+ eC1x(a1 cos(S1x) + a2 sin(S1x))

+ eC2x(a3 cos(S2x) + a4 sin(S2x)),

2. Sèítáme øadu
∞∑
n=1

n 4n

(2n+ 1)!
= f(4),

kde

f(x) =
∞∑
n=1

nxn

(2n+ 1)!

je zøejmì mocninná øada s polomìrem konvergence+∞. Pro x ∈ (0,+∞)
platí

f(x) = x

(
∞∑
n=0

xn

(2n+ 1)!

)′

= x

(
1√
x

∞∑
n=0

(
√
x)

2n+1

(2n+ 1)!

)′

= x

(
sinh(

√
x)√

x

)′

=
cosh (

√
x)

2
− sinh (

√
x)

2
√
x

.

Souèet øady je tedy roven

cosh 2

2
− sinh 2

4
≈ 0.9744

3


